CAPITOLUL 8

CODURI BLOC PARTICULARE

Anumite subclase de coduri bloc prezinti un interes deosebit. In
acest capitol, se introduc cateva astfel de coduri bloc, cu mentiunea ca
studiul lor aprofundat depaseste cu mult obiectivele unui curs universitar de
initiere. Mai inainte insa, vom introduce corpul Galois CG(2™).

8.1. CORPUL GALOIS CG(2™)

Pana acum, trebuie sd recunoastem, ne-am descurcat cu o
matematicd destul de simpla. Unitdtile de informatie sunt bitii, adica,
simboluri binare, in sensul ca un bit poate lua una din doua valori, sa
spunem O si 1. Cum, cu aceastd conventie, nu avem numarul 2, 1+1=1-1=0.
Dar numai cu atit, nu prea avem cum sda punem 1in evidentd coduri
performante care, pe langa caracteristicile generale, trebuie sa posede si
anumite calitdti particulare. Teoria codarii se foloseste intens de un capitol
al matematicii numit ,,structuri algebrice. Din fericire pentru noi, structurile
algebrice se studiaza in liceu in clasa a XII-a destul de bine, chiar dacd nu
epuizeaza subiectul. Astfel incat, vom incepe prin a ne reaminti ce este un
corp.

Fie o multime F' de elemente intre care definim doud operatii, numite
conventional adunare ,,+* si inmultire ,,. Am spus ,,conventional intrucat
aceste operatii nu coincid neaparat cu cele cunoscute din matematica
elementara. Aceastd multime F impreund cu cele doua operatii + i - are
structura algebrica de corp daca sunt indeplinite urmatoarele conditii :
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C1) F este grup comutativ sub adunarea +. Elementul neutru cu
privire la adunare se numeste elementul zero si se noteaza cu 0.

C2) Multimea elementelor diferite de 0 din F este un grup comutativ
sub Tnmultire -. Elementul neutru cu privire la inmultire se numeste
elementul unitate si se noteaza cu 1.

C3) Inmultirea este distributiva in raport cu adunarea, adici, pentru
oricare trei elemente a, b si ¢ din F,

a(bt+c)=abtac

Exemple de corpuri cu care suntem familiarizati sunt multimea
numerelor reale R §i multimea numerelor complexe C. Multimea numerelor
naturale N si mulfimea numerelor intregi Z nu sunt corpuri, caci nu este
indeplinita conditia C2.

Multimile R si C sunt infinite. In teoria codarii, ne intereseaza insa
mai mult multimile finite. Un corp finit este un corp cu un numar finit de
elemente. Numarul de elemente dintr-un corp se numeste ordinul corpului.
Din definitia corpului, rezulta ca el trebuie sa aiba cel putin doua elemente,
elementul neutru pentru adunare si elementul neutru pentru inmultire. Un
corp finit se mai numeste si corp Galois. Corpul Galois CG (2) este de ordin
2, caci are doud elemente, 0 si 1. Cele doud operatii se numesc 1n acest caz
adunare modulo 2 si inmultire modulo 2, iar regulile sunt date in Tabelul
8.1, respectiv in Tabelul 8.2.

Tabelul 8.1 Tabelul 8.2

Adunare modulo 2 inmultire modulo 2
+ 0 1 . 0 1
0 1 0 0 0
1 1 0 1 0 1

In logica binara, ,,adevarat si ,,fals“ corespund lui 1, respectiv lui 0,
iar operatiile de adunare si de inmultire modulo 2 sunt realizate cu functiile
logice SAU EXCLUSIV, respectiv S1.

Ordinul unui corp finit este un numar prim p. Numarul 2 este prim
desi este par. Pentru orice numar prim p, existd un corp finit cu p elemente.
Pentru orice numar natural m, este posibil sa extindem corpul CG(p) cu p
prim la un corp cu p” elemente, numit corp de extensie al lui CG(p) si notat
cu CG(p™). Reciproc, ordinul oricarui corp finit este o putere a unui numar
prim.
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Fie un corp finit cu g elemente, CG(g). Sa formam urmatorul sir de
sume de 1, elementul unitate din CG(2):

k

1 2 3
D=1 1=1+1L D 1=1+1+1L-, Y I=1+1+--+1 (de k ori), -
i=1 i=1 i=1 i=1

Intrucat corpul este o multime inchisa sub adunare, aceste sume trebuie si
fie elemente din corp. Dar corpul avand un numar finit de elemente, aceste
sume nu pot fi toate distincte: rezultatul unei asemenea sume va fi acelasi ca
al unei sume precedente. Trebuie, deci, sd existe doud numere naturale m si
n astfel incat

i=1

1.
]

n—m
Aceasta Tnseamna ca 21 = 0. lata de ce, trebuie sa existe un cel mai mic
i=0

A
numar natural A astfel incat Zl =0. Acest numar natural 4 se numeste
i=1
caracteristica lui CG(q). Caracteristica lui CG(2) este 2, cici 1+1 = 0. in
general, caracteristica A a unui corp finit este un numar prim.

Fie acum a un element din CG(q) diferit de zero. Dar multimea
elementelor Iui CG(g) care sunt diferite de zero este inchisa sub Tnmultire,
astfel incat puterile lui @, a' =a,a* =a-a,a’ =a-a-a,--- trebuie si fie
elemente diferite de zero din CG(q). Intrucdt CG(g) are numai un numar
finit de elemente, puterile lui a nu pot fi toate distincte. Pentru doud numere
naturale k si m, cu m > k , trebuie sd avem deci a* = a" . Fie a ' inversul lui

a pentru inmultire. Inversul lui " este (¢7')* =a™*. Inmultind in ambii
. k . .
membri cu @ *, obtinem ca:

1 _ am—k

Prin urmare, exista un cel mai mic numar natural n astfel incat
a" =1. Acest numar natural n se numeste ordinul elementului a din corp.

"' a" =1 sunt toate distincte si formeazi un grup sub
operatia de iInmultire definitd in CG(q).

Puterile a',a*,---,a

TEOREMA 8.1: Fie a un element diferit de zero al corpului Galois CG(g).
Atunci ¢’ =1,
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DEMONSTRATIE
Fie b,,b,, -,b, | cele (g—1) elemente diferite de zero ale lui C. Este evident

ca cele (¢-1) elemente a-b,a-b,,--,a-b,, sunt diferite de zero si

distincte. Prin urmare,
(a-b)-(a-b,) - (a'bq_l)Zbl'bz ..... b

a™ (b, b, - bq—l):bl by b

Fiindcd a # 0 si (b, b, ----- bqfl);t 0, trebuie si avem /"' =1.

(8.1)

TEOREMA 8.2: Fie a un element diferit de zero dintr-un corp Galois
CG(q). Fie n ordinul lui a. Atunci n divide (¢g—1).

DEMONSTRATIE X
Sa presupunem ca n nu divide (¢g—1). Impartind (g—1) la n, obtinem:
q-l1=kn+r (8.2)

unde 0 < r < n. Atunci:

-1 k k 4
a’ =a”+’=a”-a’=(a”) -a” (8.3)

Fiinded a?"' =1 si a" =1, trebuie si avem a” =1. Dar acest lucru este
imposibil, caci 0 <r» <n iar n este cel mai mic numar natural astfel Incat
a" =1. Prin urmare, n trebuie sa divida (g—1).

Intr-un corp Galois CG(g), un element diferit de zero a se spune ca
este primitiv dacad ordinul lui a este (g—1). latd de ce, puterile unui element
primitiv genereaza toate elementele diferite de zero ale lui CG(q). Fiecare
corp finit are un element primitiv.

Fie un polinom g(X) definit pe CG(2):

g(X)=g0+g1X+g2X2+--~+ng'”. (8.4)
Daca g(X ) are un numar par de termeni, el este divizibil cu X +1, caci
inlocuind in (8.4) X cu 1, suma efectuandu-se modulo 2, rezultatul este 0.
Un polinom p(X ) de grad m definit pe CG(2) se spune ca este ireductibil
pe CG(2) daca p(X ) nu este divizibil cu nici un polinom definit pe CG(2)
de grad mai mic decat m dar mai mare decat zero. Un polinom ireductibil
p(X ) de grad m se spune ca este primitiv daca cel mai mic numar natural n
pentru care p(X) divide (X” +1) este n=2" —1.

Vom deduce acum o proprietate interesanta si utila a polinoamelor cu
coeficienti in CG(2). Sa ridicam la patrat polinomul p(X ) definit in (8.4).
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gz(X)z(gO+(gr1X+---+ngm)2

(g +(g X+ g, X0+t g, X")]

=g+ (g X+ & X ++g, X" )+ 65
+g (g X+ X+ + g, X" )+
2 m 2
+(g1X+g2X +ot+g X ) =
=gt (g X+ g X o h g, X"
Dezvoltand ecuatia (8.5) repetat, in cele din urma obtinem:
2 m \2
g (X)=g; +(g,X) +(g, X7 ) ++(g,x" ). (8.6)
Dar g, =0 sau 1, astfel incat g/ = g,. Prin urmare, avem:
2 2
g(W)=g,+ g X + g, (] +rg, () =g(x?) 87
Din (8.7) urmeaza ca, pentru orice numar natural /,
. (X = glx?) (8.8)
Inainte de a ardta cum se construieste corpul de extensie cu 2"
elemente al corpului binar CG(2), sd ne reamintim cum se ajunge la

constructia corpului numerelor complexe C plecand de la corpul numerelor
reale R. Fie trinomul de gradul doi:

T(x)=ax*> +bx+c (8.9
unde @, b si ¢ sunt numere reale. Se stie ca, pentru b —4ac <0, T(x) nu

vvvvv

i=~-1,T (x) va avea intotdeauna radacini, dar nu in R, ci in C.

Vom proceda asemanator pentru a construi corpul Galois de extensie
cu 2" elemente. La cele doud elemente 0 si 1 ale lui CG(2), addugam un nou
simbol a si definim inmultirea ,,- astfel:

0-0=0

0-1=1-0=0

1-1=1 (8.10)
0-a=a-0=0

la=a-l=a

In continuare, definim un sir de puteri:



CORPUL GALOIS 205

a’=a-«a
& =aa-a
8.11)
’=aq-a----a (de j ori)

Din definitia de mai sus a iInmultirii, urmeaza ca:
00/ =a’-0=0
loa’ =a’ - 1=a’ (8.12)
a-al =al-a =a™
Avem acum urmatoarea multime de elemente pe care am definit operatia ,,““:
F={0lLa.a’, a’, (8.13)

Punem conditia ca multimea F' sa contind numai 2 " elemente si sd fie
inchisa sub operatia de inmultire ,,"“. Fie p(X ) un polinom primitiv de grad
m cu coeficienti In CG(2). Conform definitiei polinomului primitiv, avem

X 4 1=g(X)p(X). (8.14)
Punem conditia ca
pla)=0. (8.15)
inlocuind in (8.14) X cu « si tinand seama de (8.15), obtinem
a” " +1=¢(a)-0 (8.16)

Daca vom considera q(a) drept un polinom de « cu coeficienti in CG(2),
q(a)- 0 = 0. In definitiv, obtinem urmatoarea egalitate:

a’ 7 +1=0. (8.17)

Adunand 1 la ambii membri ai lui (8.17) si utilizdnd adunarea modulo 2,
obtinem:

a’ 7 =1. (8.18)

Prin urmare, cu conditia ca p(a): 0, multimea F devine finitd §i contine
urmatoarele elemente:

F= {0,1,a,a2,---,a2’”—2 } (8.19)
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Se verificd usor cd elementele diferite de zero din F formeaza un grup de

ordin (2’" —1) pentru operatia de inmultire ,,-, elementul neutru fiind

0 2" -1
a =a”  =1.

Vom defini si o operatie de adunare ,,+* astfel Incat F sa formeze un
grup comutativ sub aceastd operatie. Pentru 0<i<2" —1, Tmpartim
polinomul X’ la p(X) si obtinem:

X' =q,(X)p(X)+a,(X). (8.20)
Polinomul rest a,(X) cu coeficienti in CG(2) are grad (m —1) sau mai mic

si este de forma urmatoare:

al.(X)=al.O +a, X +a,X’ +~-~+ai’m_1X’"_1. (8.21)
Polinoamele X si p(X ) sunt relativ prime, astfel incat, pentru orice i > 0,
a,(X)=0. (8.22)
Pentru 0<1i, j<2" —1 si i # j, vom arata ca:
a,(X)#a,(X). (8.23)

Intr-adevar, in ipoteza ci a,(X)=a ; (X), din (8.20) urmeaza ci:
X'+ X =[q,(X)+q,(X)]p(X)+a (X)+a,(X)
=[a.(X)+q,(x)]p(x)

Presupunand ci j >1i, ar rezulta cd p(X) divide X' + X/ = X[(1+Xf’i).

(8.24)

Acest lucru este insa imposibil caci j—i <2" —1 iar p(X ) este un polinom
primitiv de grad m care nu divide X" +1 pentru n <2" —1. Asadar, ipoteza
noastra ca q, (X) =a, (X) este nefondatd. Deci, pentru i =0, 1, 2,---,2" —1,
obtinem 2" —1 polinoame diferite de zero si distincte al.(X ) de grad
(m—1) sau mai mic. inlocuind aici X cu o in (8.20) si tinand seama ca

p(a) =0, obtinem urmitoarea expresie polinomiald pentru «' :
i 2 m—1
a :ai(az):al.0 ta,a+a,a” +--+a,, A (8.25)

Prin urmare, cele 2" —1 elemente diferite de zero, a’,a',---,a* *, din F

sunt reprezentate de 2" —1 polinoame de « diferite de zero si distincte
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cu coeficienti in CG (2) si avand grad (m—1) sau mai mic. Elementul 0 din
poate fi reprezentat de polinomul zero. Definim acum o adunare ,,+* dupa
cum urmeaza :

0+0 =0 (8.26.2)
Pentru 0<1i,j <2™ —1,
O+a' =a'+0=a' (8.26.b)
a+a’ =(a +aa++a, " )+la +a,a++a, "'
( o | »m=1 ) (]o A J.m-1 )(826C)

= LAY m71
—(ai0+aj])+(ai]+ajl)a+ +(a +aj,mfl)a

i,m—1

Operatia a,, +a;, se efectuecazd modulo 2. Din (8.26.c), se vede cd, pentru
=,
a +a =0 (8.27)

si cd, pentru i # j,

m—1
(aio +aj] )+(al.l +aj] P‘F .“+(ai,m—l +aj’m_1)a

este diferit de zero si trebuie deci sa fie expresia polinomiald pentru un a*
din F. Este usor de verificat ca F este grup comutativ sub ,,+*, cu 0 drept
element neutru. Utilizdnd reprezentarea polinomiald pentru elementele din
F, se vede cd inmultirea este distributiva fatd de adunare. Iata de ce,

multimea F = {0, 1, a,az,m,azm'z} este un corp Galois cu 2" elemente,
notat cu CG(2"). Este evident ca CG(2) este un subcorp al lui CG(2™). in
mod obisnuit, corpul binar CG(2) se numneste corpul de baza al lui CG(2™).
Caracteristica lui CG(2™) este 2.

Construind corpul de extensie CG(2™) din CG(2), am elaborat doua
reprezentdri pentru elementele diferite de zero din F': reprezentarea ca serie
de puteri, convenabila pentru inmultire si reprezentarea polinomiala,
convenabila pentru adunare.

EXEMPLUL 8.1: Fie m = 4. Polinomul p(X)=1+ X+ X" este primitiv
pe CG(2). Facem p(a)=1+a+a*=0, de unde a' =1+a. Utilizind

aceastd identitate repetat, putem construi CG(2*). Elementele lui CG(2%)
sunt date in Tabelul 8.1.
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Tabelul 8.1
Trei reprezentiri pentru elementele corpului Galois CG(2*) generat de

p(X)=1+X+Xx*

Rep'rezenta're Reprezentare polinomiala Reprezentare
prin puteri drept 4-tuplu
0 0 (0.0 0 0

1 1 1000

a a O 10 0

ol ol O 01 0

a’ a’ 0 0 0 1)

at 1 +a 110 0

a’ a +a? 0 1 10

a’ ol +al O o011

a’ 1 +a +a° (11001

e 1 ra (1010
o’ a +al O 101D
o'’ 1 +a +a? 1110
o' a +a’ +a’ O 1 1 1)
a? 1 +a +a’ +a’ 1110
JME 1 pw tal 10110
ot 1 +al 1001

Spre exemplu,

@’ =a-a'=all+a)=a+a’

a’=a-a’ :a(a+a2):a2 +a’

a' =a-af :a(a2 +a3):a3 +at=a’+l+a=1+a+a’.
Pentru a inmulti doud elemente a'si a’, adunim exponentii si utilizim
faptul ci «" =1. Spre exemplu, a’-a’ =a"” si a'-a’ =a" =a’.
Pentru a impiarti @’ la o', inmultim @’ cu inversul multiplicativ "~
lui a'. Spre exemplu, a*/a” =a* o’ =a’.

In tabelul 8.1, se arati si o altid reprezentare pentru elementele
corpului Galois CG(2™). Astfel, dacd a, +a,a+a,a’ ++---+a, ,a" este

al

reprezentarea polinomiald a unui element, il putem reprezenta pe acesta si
drept un sir ordonat de m componente, numit m-tuplu, astfel :

(ao’alaaza""am—l)'
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Vom vedea in continuare cateva proprietdti de bazd ale corpului
Galois CG(2™).

TEOREMA 8.3: Fie g(X) un polinom cu coeficienti din CG(2). Fie £ un
element dintr-un corp de extensie al lui CG (2). Daca f este o radacina a lui

. . 1 1) 1) . 1) . . . . -
2(X), atunci si S este o radicind a aceluiasi polinom, pentru orice numar
natural /.

DEMONSTRATIE
Inlocuind £ in ecuatia (8.8) obtinem
(B) =2l5”) (8.28)
Dar intrucat g(ﬂ)zO, avem si ca g(ﬂ2[)=0, ceea ce aratd cd ,82[ este
radacina a lui g(X )
Elementul ﬂzl se numeste conjugat al lui 3. Teorema 8.3 ne spune

cd, daca S, un element din CG(2"), este o radacind a unui polinom g(X) cu
coeficienti din CG(2), toate conjugatele distincte ale lui £, si ele elemente
din CG(2™), sunt de asemenea radacini ale lui g(X )

TEOREMA 8.4: Cele 2"-1 elemente diferite de zero ale lui CG(2™)
formeaza toate radacinile lui X* ™' +1.

DEMONSTRATIE
Fie S un element diferit de zero din corpul Galois CG(2™). Conform
Teoremei 8.1, avem atunci

pF =1 (8.29)
Adunand 1 in ambii membri ai ecuatiei (8.29), obtinem
BT +1=0 (8.30)

Ecuatia (8.30) spune ci £ este o radicind a polinomului X ™' +1. Prin
urmare, orice element diferit de zero al lui CG(2™) este o radacina a lui

X% +1. Intrucat gradul acestui polinom este (2”-1), cele (2"-1)
elemente diferite ale lui CG(2"™) formeazi toate radacinile lui X* ™ +1.

COROLAR 84.1: Elementele lui CG(2™) formeaza toate radacinile
polinomului X% +.X .
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Fie ¢(X) polinomul cu coeficienti din CG(2) de gradul cel mai mic
astfel Incat ¢(f) =0. Acest polinom se numeste polinomul minimal al lui .

TEOREMA 8.5: Polinomul minimal ¢#(X) al unui element £ al corpului
este ireductibil.

DEMONSTRATIE
Sa presupunem ca ¢(X) nu este ireductibil, astfel ca ¢(X)=¢,(X)g,(X),

unde ¢ (X) s1 ¢,(X) au grade mai mari decat O dar mai mici decat gradul

lui ¢(X). Intrucat ¢(f) = ¢ (B)¢,(B) =0, fie 4,(5)=0, fie ¢,(5)=0. Dar

aceasta contrazice ipoteza cad ¢(X) este un polinom de cel mai mic grad
astfel incat ¢(f) =0. Prin urmare, ¢(X) trebuie sa fie ireductibil.

TEOREMA 8.6: Fie g(X ) un polinom cu coeficienti din CG(2). Fie ¢(X)

polinomul minimal al unui element £ al corpului de extensie. Daca f este o
radacina a lui g(X ), atunci acest g(X ) este divizibil cug(X).

DEMONSTRATIE
Inpartind g(X ) la #(X), obtinem:

g(X)zq(X)¢(X)+r(X) (8.31)
in (8.31), gradul restului r(X ) este mai mic decat gradul luig(X).
Inlocuind S in (8.31) si avand in vedere ci g(ﬂ)=¢(ﬂ)=0, rezulta ca
r(ﬂ)z 0. Daca r(X)#0, r(X) ar fi un polinom de grad mai mic decét
@¢(X) care are £ drept radacind. Dar aceasta contrazice faptul cd ¢(X) este

polinomul minimal al lui A. Prin urmare, r(X ) trebuie s fie identic cu 0,
asa Incat ¢(X) divide g(X )

TEOREMA 8.7: Polinomul minimal ¢(X) al unui element f# din CG(2"™)
divide X" + X .

DEMONSTRATIE
Aceasta rezulta din corolarul 8.4.1 si din teorema 8.7.
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TEOREMA 8.8: Fie f(X) un polinom ireductibil pe CG(2™). Fie #(X)
polinomul minimal al lui 4. Daca f(8)=0, atunci ¢(X)=f(X).

DEMONSTRATIE
Din teorema 8.7, urmeaza ca #(X) divide f (X ) Intrucat ¢(X) =1, iar

f(X) este ireductibil, trebuie sa avem ¢(X) = f(X).

TEOREMA 8.9: Fie  un element din CG(2") si fie s cel mai mic numar
natural astfel incat #° = . Atunci

s—1

70 =T]lx+5)

i=0

este un polinom ireductibil pe CG(2).

DEMONSTRATIE
Ridicam la patrat polinomul f (X ) :
rf = { [Tl +p* )} [Tl (832)
Avem:
(X+,6’)=X +(,6’ +p )X+,B . (833)
=XxX*+ 5"
Din (8.32) 51 (8.33), urmeaza ca:
LT =T1(x 57 )=T1(x+ ")
- = (8.34)

r(x)f = 1 (x4 57 )= r(x2). (8.35)
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Fie:
fX)=fo+ X ++ fX° (8.36)

unde f, =1.Sa dezvoltam

[f(X)]z =(f0 +f1X+"‘+fSXS)2

s (8.37)
= rx
Din (8.35) si1 (8.37), obtinem:
ZLXZi — Zf;-ZXZi ) (8_38)
i=0 i=0
Prin urmare, trebuie sa avem:
fi=f2 0<i<s (8.39)

Egalitatea (8.39) este adevarata numai daca f, =0 sau 1. Deci, f (X ) are
coeficientii din CG(2).
Sa presupunem 1insa ca f (X ) n-ar fi ireductibil pe CG(2), astfel

incat

S(X)=a(X)p(x). (8.40)
Intrucat £(8)=0, fie a(B)=0, fie b(B)=0. Daci a(B)=0, a(X) are
radicinile S, B%,---, %", astfel incat gradul siu este s si deci,

a(X)= f(X). Similar, dacd b(8)=0, b(X)= f(X). In concluzie, f(X)
trebuie sa fie ireductibil.

TEOREMA 8.10: Fie ¢#(X) polinomul minimal al unui element £ din
CG(2). Fie s cel mai mic numir natural astfel incat 4> = . Atunci

s—1

sC0=T](x+4") (8.41)

i=0

DEMONSTRATIE
Ecuatia (8.41) este o consecinta directa a teoremelor 8.8 si 8.9.
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EXEMPLUL 8.2: Sa considerdam corpul Galois CG(2%) dat in tabelul 8.1.
Fie = a’. Conjugatele lui 3 sunt:
ﬂz —af ﬂzz —ah ,823 —a®=a°
Polinomul minimal al lui B =« este deci:
X)) =(X+a’)(X+a’)(X+a”)(X +a’).
Efectuand tnmultirile din membrul drept al ecuatiei de mai sus cu ajutorul
tabelului 8.1, obtinem:
H(X) =[X2 +(a3 +a6)X+a°][X2 +(0{12 +a9)X+a21}
=(X2 +a2X+a9)(X2 +a8X+a6)
=Xx* +(a2 +a8)X3 +(a6 +a" +a9)X2 +(a17 +a8)X+a15

=X+ X+ X+ X +1
Exista si un alt mod de a gasi polinomul minimal al unui element al
corpului, ilustrat in exemplul urmator.

EXEMPLUL 8.3: Sa presupunem ca vrem sa determinam polinomul minimal
#(X) allui y =a’ din CG(2"). Conjugatele distincte ale lui » sunt:
}/4 20514, 722 —a® :a13’ }/23 —a =g
Prin urmare, ¢(X)are grad 4 si trebuie sa fie de forma urmatoare:
p(X)=a,+a, X +a, X’ +a, X’ + X",
Inlocuind y ing(X), avem:
¢(7):a0+a17+a272+a373+74 =0.
Utilizand reprezentirile polinomiale pentru 7,7°,7° si y* in ecuatia de
mai sus obtinem:
a, +a1(1+a+a3)+a2(1+a3)+a3(a2 +a3)+(1+a2 +a3):0
(ay+a, +a, +1)+aa+(a,+1)a’ +(a, +a, +a, +1)a’ =0
Pentru ca egalitatea de mai sus sa fie adevarata, coeficientii trebuie sa fie
egali cu zero:

a,+a, +a, +1=0
a, =0
a,+1=0

a,+a,+a;+1=0
Rezolvand sistemul de ecuatii liniare de mai sus, obtinem:
a,=1,a, =a, =0 si a, =1. Prin urmare, polinomul minimal al lui y = &’
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este #(X)=1+X"+X"*. Toate polinoamele minimale ale elementelor din

CG(2*) sunt date in tabelul 8.2.
Tabelul 8.2
Polinoamele minimale ale elementelor din CG(2*) generat de

p(X)=X"+X+1.

Rédécini conjugate Polinoame minimale
0 X
1 X+1
a,az,a4,a8 X'+ X +1
a3,a6,a9,a12 X'+ X+ X+ X +1
o ,a” X2+ X +1
o oo ot Y x4

TEOREMA 8.11: Fie ¢(X) polinomul minimal al unui element £ din
CG(2™). Fie s gradul lui ¢(X).

Acest s este atunci cel mai mic numir natural astfel incat #° = . In afard
de aceasta, s <m.

DEMONSTRATIE
Rezulta direct din teorema &.10.

Gradul polinomului minimal al oricarui element din CG(2") divide m.

In constructia corpului Galois CG(2™), utilizim un polinom primitiv
p(X ) de grad m si punem conditia ca elementul « sa fie o rddacind a lui
p(X ) Intrucat puterile lui & genereaza toate elementele diferite de zero ale
lui CG(Q2™), a este un element primitiv. Mai mult decat atat, toate
conjugatele lui o sunt si ele elemente primitive ale lui CG(2™).

8.2. CODURI HAMMING

Pentru orice numdar natural m >3, existd un cod Hamming cu
urmatorii parametri:

Lungimea codului: n=2"-1
Numarul bitilor de informatie: k=2"-m-1
Numarul bitilor de control: n—k=m
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Capacitatea de corectie a erorilor: ¢ =1

Distanta minima: d.. =3.
Matricea de control H a acestui cod consta din toate m—tuplurile diferite de
zero drept coloane. In forma sistematica, matricea H se scrie:

H=[I, Q], (8.42)

unde I, este matricea identitate mxm iar submatricea Q constd din

(2’” -m- 1) coloane care sunt m—tupluri de pondere 2 sau mai mare.

EXEMPLUL 8.4: Pentru m =3, avem codul Hamming (7,4) cu matrice de
control:

I 1
1 0.
1 1

i
o o =
S = O
- o O
S = =
—_ = O

Recunoastem ca acesta este codul (7,4) dat in exemplul 6.1.

Un cod corector de ¢ erori se numeste perfect daca liderii de coset
din tabloul sdu standard sunt toti vectorii de eroare de ¢ erori sau mai putine.
Codurile perfecte sunt rare. Codurile Hamming formeaza o clasa de coduri
perfecte ce corecteaza o singura eroare.

Codurile Hamming se pot pune si in forma ciclicd. Un cod Hamming

ciclic de lungime 2" —1 cu m >3 este generat de un polinom primitiv
p(X) de grad m.

Matricea de control H se poate scrie mai compact lucrdnd intr-un
corp de extensie. Cu referire la exemplul 8.4, sd identificam coloanele

matricei H cu elemente din CG(2%). Fie a(a)=a,+aa+a,a’
reprezentarea polinomiald a unui element al corpului Galois. Astfel, intr-o
coloana a matrice1 H, a, este prima componenta de sus, @, cea din mijloc

iar a, cea de jos. Utilizdnd polinomul primitiv p(X ) =1+ X+ X’ pentru a
construi CG(2°) si punand conditia ca p(a) =0, matricea H devine:

H= [ao a o o ot o aﬁ].
Matricea de control este acum o matrice 1x7 definitd pe corpul de extensie

CG(2*). Pentru orice cuvant de cod v definit pe CG(2), trebuie sd avem:

vH” =0.
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Acest mod de a gandi 1n corpul de extensie ne va usura intelegerea codurilor
BCH si Reed — Solomon.

8.3. CODURI REED - MULLER

Pentru orice numar natural m i pentru orice numar natural » mai mic
decat m, existd un cod Reed — Muller de lungime 2" numit codul Reed —
Muller de ordin r si lungime 2".

Vom defini un cod Reed — Muller printr-o procedura de constructie a
unei matrice generatoare. In acest scop, sa definim mai intai produsul dintre
doi vectori a si b ca o inmultire pe componente. Fie:

a= (aoaala"'aan—l)
b= (b07b17“.’bn—1 )

Produsul este vectorul:
ab = (a,b,,a,b,,---,a, b, ). (8.43)

Matricea generatoare pentru codul Reed — Muller de ordin r si
lungime 2" se defineste drept un tablou de blocuri:

G,
G,

G=|" | (8.44)

GV

In (8.44), Gy este un vector de lungime n=2" cu toate
componentele egale cu unu, G; este o matrice mx 2" ale carei coloane sunt
toate m—tuplurile binare, iar G, se construieste din G astfel incat liniile sale
sunt toate produsele posibile de linii ale lui G, luate cate / intr-un produs.
Pentru o scriere ordonata, coloana cea mai din stdnga a lui G, are toate
componentele egale cu zero, coloana cea mai din dreapta le are egale cu

unu, iar celelalte sunt m—tupluri binare in ordine crescatoare, cu bitul de
ordin inferior in linia cea mai de jos.
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m
Exista (l ) moduri de a alege cele / linii dintr-un produs, astfel incat

G, este o matrice (l ]XZ'". Cu conditia ca liniile lui G sd fie liniar

independente, este clar ca numarul liniilor & este egal cu

k:1+(f1j+@+...+(:“j (8.45)

Avand in vedere ca (vezi binomul lui Newton)

e ) E)e)

. (m m 5 .. .
1ar ( ] = ( ], numadrul bitilor de paritate este

R
n—k=1+ + + 4 ) (8.46)
1 2 m—r—1

EXEMPLUL 8.5: Codul Reed — Muller de ordin 0 este un cod (n,1). Acesta
este un simplu cod de repetitie, numit astfel intrucat v, =v, =v, =---=v

n-1-
El are numai doua cuvinte de cod, primul avand toti bitii egali cu 0, iar al
doilea, cu 1. Decodarea se face banal, printr-o logica de majoritate : daca cel
putin jumatate din cei # biti de receptie sunt 0, decodorul declard ca bitul de

informatie transmis este 0; in caz contrar, rezultatul decodarii este 1.

EXEMPLUL 8.6: Fie m =4, n=16 si r = 3. Avem atunci

G,=[1111111111111111]=[a,],

2

3

- o O O
oS = O O
—_— = O O
- o = O
S = = O
—_— e = O
_— 0 O =
S = O =
—_— = OO
(@) ek ek ek
—
|
- I I ]

1
1
0
1

o o = O
o o O =
O O =

4

4 4
Deoarece G, are patru linii, G, are (2J= 6 linii, iar G, are (3]= 4 linii:
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)
©

I
S O O O O O
S O O O O O
S O O O O O
- O O O o O
S O O O O O
S = O O O O
S O = O O O
— - = O O O
S O O O O O

oS O o = O O
S O O O = O
- o O = = O
S O O o o =
S = O = O =
S O = O = =
e e = S S ==
|
[ IR - )

S O O O
S O O O
S O O O
S O O O
oS O O O
oS O O O
- o O O
oS O O O
oS O O O
oS O O O
S = O O
S O O O
S O = O
S O O =
—_ = =
|

Matricea generatoare pentru codul Reed — Muller de ordinul al treilea de
lungime 16 este matricea 15x16:

Aceasta matrice generatoare ne da un cod (16,15) definit pe CG(2). El nu
este altceva decat un simplu cod de control al paritatii, adica, un cod cu un
singur bit de control care face ca suma modulo 2 a tuturor bitilor dintr-un
cuvant de cod sé fie egald cu zero.

Din aceleasi matrice, obtinem un alt cod Reed — Muller alegand r
egal cu 2. Matricea generatoare este

GO
G=|G,
GZ
Obtinem astfel un cod (16,11) definit pe CG(2), care este de fapt codul

Hamming (15,11) extins cu un bit de control suplimentar.
Distanta Hamming a unui cod Reed — Muller de ordin r este

d, =2"".Pentru a demonstra aceastd proprietate, s observdm mai intéi ca



CODURI REED - MULLER 219

un cod Reed — Muller de ordin » se poate obtine augmentand un cod Reed —
Muller de ordin (» — 1) si cd un cod Reed — Muller de ordin (r — 1) se poate
obtine expurgand un cod Reed — Muller de ordin r'. Fiecare linie a matricei
G, are pondere 2. Deci, fiecare linie a matricei generatoare G are pondere
para, iar suma a doi vectori binari de pondere para trebuie sa aiba pondere
pard. Prin urmare, toate combinatiile liniare de linii ale lui G au pondere
pard, adica, toate cuvintele de cod au pondere pard. Matricea G, are linii de

pondere 2™, astfel incat ponderea minima nu este mai mare de 2"

Vom ardta cd un cod Reed — Muller de ordin r trebuie sa aiba
pondere minima de 2™ si ca liniile matricei G trebuie sa fie liniar
independente dezvoltand un algoritm de decodare ce corecteaza

| G . e 4 . <
(E 2" — IJ si recupereaza cei k biti de informatie, de unde va rezulta ca

distanta minima este de cel putin 2"”-1 si fiinca este para, ca este de cel
putin 2 ™. Algoritmul de decodare poarta numele celui care l-a imaginat,
Reed.

Algoritmul Reed a fost elaborat special pentru codurile Reed —
Muller. Desigur, pentru decodare se poate utiliza metoda generala, bazata pe
calculul sindromului, dar este preferabildi o metodda mai simpla, ce
exploateaza structura particulard a codurilor Reed — Muller. Am vazut deja
ca putem decoda codul Reed — Muller de ordin O printr-o simpla reguld de
logica majoritard. Presupunem cd avem un decodor pentru un cod Reed —

Muller de ordin (» — 1) in prezenta a (% e IJ erori. Vom construi un

decodor pentru un cod Reed — Muller de ordin 7 in prezenta a (% 27— lj

erori reducandu-l la cazul precedent, obtinand astfel un algoritm de
decodare prin inductie.

Examinand expresia numarului de biti de informatie & din (8.45),
constatam ca mesajul se compune din (» +1) segmente, pe care le scriem

u=[U,,U,,---,U,]. (8.47)

. m
In (8.47), segmentul U, contine (l j biti de informatie. Fiecare segment

inmulteste un bloc din matricea generatoare G:

! Pentru definitia augmentarii si a expurgarii, a se vedea Cap. 6, ultima parte.
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GO
Gl
v=[U,, U, U] | |=uG. (8.48)
_GV_
Vectorul de receptie w este:
G,
Gl
w=[U,U,---,U]| |+e. (8.49)
_GV_

Algoritmul de decodare va recupera mai intai U, din w. Apoi, el calculeaza:

G,
Gl
w'=w-UG, =[U,,U,,--,U,_] | +e. (8.50)
_Grfl_
In (8.50), am folosit semnul ,, — “ pentru a pune in evidentd faptul ci
operatia este de scadere, dar, desigur, in cazul unui cod binar, ,, — “ este

acelasi lucru cu ,, + “ . Vectorul de receptie w' este un cuvant de cod dintr-
un cod Reed — Muller de ordin (» — 1) afectat de zgomot.

Primul bit care se decodeaza este u, ,, care inmulteste ultima linie a
lui G, . Exista 2" ecuatii de control pentru cei 2" biti de receptie; fiecare
ecuatie implica 2" biti ai cuvantului receptionat, iar fiecare bit de receptie
este utilizat numai intr-o ecuatie de control. Sa consideram codul Reed —
Muller (16,11), pentru care m =4 si r = 2.

EXEMPLUL 8.7: Decodarea codului Reed — Muller de lungime 2™ =16 si
de ordin r =2.
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Vectorul de mesaj este u:(uo,ul,---,ulo). Pentru bitul u,, cele patru
ecuatii de control sunt:

Uy =V, TV, +V, +V, (8.51a)
Uy =V, Vs +Vg +V, (8.51b)
Uy =V Vg + V) +V, (8.51c)
Uy =Vpp + V3 +V, + Vs (8.51d)

Dacd nu se produce decat o singura eroare, numai una din cele patru sume
va fi gresita, astfel incat o decizie bazatd pe logicd majoritard ne da u,,.

Daca apar doua erori, nu exista majoritate, astfel incat se detecteaza o eroare
dubla.

La fel se procedeaza cu restul bitilor de informatie care Tnmultesc o
linie a lui G, =G,. Dupd ce toti acesti biti de informatie vor fi fost
cunoscuti, contributia lor la cuvantul de cod se scade din vectorul
receptionat. Rezulta un cuvant de cod dintr-un cod Reed — Muller de ordin
(¥ — 1) = 1. Se decodeazd acum bitii de informatie care inmultesc
G, =G,.

Procesul se repetad pana cand vor fi recuperati toti bitii de informatie.

8.4. CODURI BCH

Codurile BCH au fost inventate de Bhose si Chaudhuri si,
independent, de Hocquenghem; BCH sunt initialele acestor nume. Codurile
BCH sunt o generalizare a codurilor Hamming pentru corectia erorilor
multiple.

Pentru orice numere naturale m (m > 3) si t(t < 2’"‘1), existd un cod
BCH cu urmatorii parametri:

Lungimea codului: n=2" -1
Numarul bitilor de control: n—k<mt
Capacitatea de corectie a erorilor: ¢

Distanta minima: d . >2t+1.

Fie a un element primitiv din CG(2"). Polinomul generator g(X )

al codului BCH de lungime (2’” —1) corector de ¢ erori este polinomul de
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gradul cel mai mic definit pe CG(2 ™) care are a,a’,a’,---,a”

radacini:

drept

gla’)=0 pentru 1<i<2s (8.52)

Conform teoremei 8.3, toate radacinile Ilui g(X ) sunt

2t

a,a’,a’,---,a” si conjugatele lor. Fie ¢ (X) polinomul minimal al lui

a' . Polinomul generator g(X ) trebuie sa fie cel mai mic multiplu comun al
polinoamelor minimale ¢, (X), ¢, (X),---,4,, (X):

g(X)=cmmmeld (X),4,(X)., .8, (X)}. (8.53)

Aceastad expresie implica 2¢ polinoame minimale. Vom reduce acest numar
facand observatia urmatoare. Daca i este un numadr natural par, el poate fi
exprimat drept un produs dintre un numar impar i’ si o putere a lui 2, sa

i

A . 2! . . L
spunem 2 ! cu 1>1. In acest caz, o' = (a ) este o conjugatd a lui ',

astfel incat o' si a' au acelasi polinom minimal:

é,(X)=¢.(X). (8.54)

Prin urmare, fiecare putere pard a lui « din sirul a,a’,a’,---,a” are

acelasi polinom minimal ca §i o putere impara precedentd a lui  din sir.
Rezulta ca polinomul generator g(X ) al codului BCH de lungime (2’” - 1)
corector de ¢ erori dat de (8.53) se poate reduce la

g(X)=cmmmeld (X),4,(X), .y (X)) (8.55)

Intrucat gradul fiecirui polinom minimal este m sau mai mic, gradul
lui g(X ) este de cel mult m¢. Prin urmare, numarul (n—k) al bitilor de

control este cel mult egal cu mz. Nu existd o formuld simpla pentru (n—k),
dar daca ¢ este mic, (n—k) este exact egal cu mt.

Dupa cum se vede din (8.55), codul BCH de lungime (2’” — 1)
corector de o singurd eroare (¢ = 1) este generat de

g(X):¢1(X) (8.56)

Dar fiinded « este un element primitiv al lui CG(2 "), ¢ (X) este un

polinom primitiv de grad m. Prin urmare, codul BCH de lungime (2’” —1)
corector de o singura eroare este un cod Hamming.
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EXEMPLUL 8.8: Fie « un element primitiv al corpului Galois CG(2 *)
astfel incat 1+ a +a* = 0. Polinoamele minimale ale lui ,a’ si @’ sunt,

respectiv:
¢ (X)=1+X+Xx* (8.57)
G (X)=1+X+X +X° +X* (8.58)
g (X)=1+X+X° (8.59)

Din (8.55), urmeaza ci acel cod BCH de lungime n=2*—-1=15 corector
de erori duble este generat de:

g(X) = c.m.m.m.c.{¢§1 (X),¢3 (X)} (8.60)

Fiinded ¢ (X) si ¢,(X) sunt doud polinoame ireductibile distincte, avem:

g(X):¢1(X)¢3(X)
=(1+ X+ X1+ X+ X7+ X+ X*) (8.61)
=1+ X+ X0+ X+ X5,
Deci, codul acesta este un cod ciclic (15,7) cu d,. >5. Intrucat polinomul

generator este un polinom de cod de pondere 5, distanta minima nu poate fi
mai mare si este, deci, exact 5.
Codul BCH de lungime 15 corector de erori triple este generat de:

g(X)=cmmme{®, (X),0,(X),0, (X))}
:(1+X+X4)(1+X+X2+X3+X4)(1+X+X2) (8.62)
=+ X+ X+ X+ X+ X+ X

Acest cod BCH corector de erori triple este un cod ciclic (15,5)cu d . >7.

Intrucat ponderea polinomului generator este 7, distanta minima a acestui
cod este chiar 7.

Din definitia unui cod BCH de lungime n=2" —1 corector de ¢

erori, urmeazi ci fiecare polinom de cod are drept ridicini a,a’,a’, -,

si conjugatele lor. Fie v(X ): vy +V, X +--+v _X"" un polinom cu

coeficienti din CG(2). Daca v(X) are a,a’,a’,---,a* drept radicini, este
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divizibil cu polinoamele minimale ¢, (X ),¢2 (X ),'~-,¢2, (X ) ale lui
0!,0!2,053,“-,0(2[

multiplu comun al lor (polinomul generator)
g(X) = c.m.m.m.c.{¢1 (X),¢2 (X),---,¢2, (X)} .

Prin urmare, v(X) este un polinom de cod. in consecinti, putem

respectiv. Evident, v(X) este divizibil cu cel mai mic

defini un cod BCH de lungime n=2" —1 corector de ¢ erori in modul
urmator: un n—tuplu binar v = (vo,vl,vz,---,vnfl) este un cuvant de cod daca

si numai daca polinomul v(X ): v+ X +--+v X" are printre
ridicinile sale a,a”,a’,---,a”. Intrucat o' este o ridicind a lui v(X)
pentru 1 <7 <2¢, avem:
( i)_ i 2i (n-1)i _
wa'l=v, +via' +v,a” ++v,_a =0 (8.63)
Egalitatea (8.63) se poate scrie ca un produs matriceal dupd cum urmeaza:

1

aZi

(VO,VI,"',VW_I) . =0 (864)

pentru 1<i<2¢. Conditia datd de (8.64) spune ca produsul scalar dintre
(VorVysVysosv, ) si (l,a",aZi,--~,a(”*l)i) este egal cu zero. Formdm acum
matricea urmatoare:

1 « a’ o> - - - g™
1 aZ (a2)2 (a2)3 . . . (a2)n—l

1 a3 (a3)2 (a3)3 L. (a3)n—l
. . . (8.65)

(a2t)3 L. (aZZ)n—l—
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Din (8.64) urmeaza ca, daca v = (V07v15V25“'7vn71) este un cuvant de cod
din codul BCH corector de ¢ erori, avem

v-H" =0. (8.66)
Pe de alta parte, daci un n—tuplu v = (v,,v,,v,,"--,v, ) satisface conditia

(8.66), din (8.63) si (8.64) urmeazi ci o' este o ridicini a polinomului
v(X) pentru 1<i<2¢. Din acest motiv, v trebuie si fie un cuvéant de cod

din codul BCH corector de ¢ erori. Codul este, deci, spatiul nul al matricei
H, iar H este matricea de control a codului. Daca, pentru doud numere

naturale i si j, a’este o conjugati a lui o, v(aj ): 0 dacd si numai daci
v(ai): 0. Aceasta spune ca, dacda produsul scalar dintre
v =(Vy, Vv, ++,v,, ) si linia i a lui H este zero, produsul scalar dintre v si

linia j a lui H este si el este zero. Pentru acest motiv, linia j a lui H poate fi
omisd. Rezultd ca matricea H data de (8.65) se poate reduce la forma de mai
jos:

1 « a’ o’ e
1 a3 (a3)2 (a3)3 . L. (a3)n—l
1 aS (a5)2 (a5)3 . L. (aS)n—l
H- . . . (8.67)
_1 az:—l (aZI—l )2 (a 2t-1 )3 . L. (aZI—l )n—l |

Se observa ca elementele matricei H sunt elemente din CG(2 ™). Or, fiecare
element din CG(2 ™) poate fi reprezentat printr-un m—tuplu pe CG(2). Daca
fiecare element din H se inlocuieste prin m—tuplul sdu corespunzator pe
CG(2) dispus in forma de coloand, obtinem o matrice de control binara
pentru codul BCH.

EXEMPLUL 8.9: Si consideram codul BCH de lungime n=2*—-1=15
corector de erori duble. Din exemplul precedent, stim ca acesta este un cod
(15,7). Fie a un element primitiv al lui CG(2 Y. Conform cu (8.67),
matricea de control a acestui cod se scrie:
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6 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36 39 42 |°

2 3 6
H 1 [04 (04 [04 o (04 [04 (04 o o o [04 o [04 (04
= 3
1l a a o o a a (24 [24 (24 [24 [24 (24 24 [24

Utilizand tabelul pentru CG(2 *) si reprezentand fiecare element al matricei
H prin 4-tuplul corespunzator, obtinem urmadtoarea matrice binard de
control pentru acest cod:

1 0001 0O01T1TUWOT1TUO0OT1IT1'1
o1 001101O0T1T1T1TT1TQO0UO0
0oo010071T1O0T1TO0OT1T1TT1T1F®O0
0001 001T1®O0T1O0T1T111
H=- - - — — — — - - - - - - - -
1 0001 1 0O0OO0OTT1TGO0OUO0O01
o001 100O0T1TT1TTUO0O0O0T1'1
001 010O01O0T1TUO00O0OT1O01
o 1r 11 10111101 11 1]

Decodarea codurilor BCH

Sa presupunem cd se transmite un cuvant de cod de polinom
W(X)=v, +v, X +v, X +--+v _ X" dar, din cauza perturbatiilor din
canalul de comunicatie, se receptioneazd vectorul r, avand polinomul
HX)=r,+rnX +rX* +--+r,_X"". Polinomul de eroare e(X) este dat
de:

HX)=v(X)+e(X). (8.68)

Dupa cum stim, primul pas in decodare este calculul sindromului. Pentru
decodarea unui cod BCH corector de ¢ erori, sindromul este un 2¢ — tuplu

S=(S,,8,,-,8, )=r-H" (8.69)

In (8.69), matricea H este cea dati in (8.67). Componenta S, a sindromului
este:

(8.70)

— i 2i (n-1)i
=ntha +na e +r o
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pentru 1<i<2¢. Componentele sindromului sunt elemente din corpul
Galois CG(2™). Avand polinomul de receptie r(X ), aceste componente se

pot calcula dupd cum urmeazi. Impartind r(X ) la polinomul minimal
¢, (X) allui o', obtinem:

r(X)=a,(X)¢,(X)+b,(X) (8.71)
unde b,(X) este restul, avand deci gradul mai mic decat al lui ¢,(X).
Fiindca ¢, (ai) =0, avem cd

S, =rla’)=b,(a’). (8.72)
Din (8.72), este clar ca se obtine componenta S, a sindromului evaluand
b.(X) pentru X =a'.

EXEMPLUL 8.10: Sa consideram codul BCH (15,7) corector de erori
duble dat in exemplul 8.8. Sd@ spunem cd@ se receptioneaza vectorul
r=(100000001000000). Polinomul  corespunzitor  este

r(X ) =1+X®. Sindromul are patru componente s§i se scrie:
S=(s,,5,.5,.5,).
Polinoamele minimale pentru «a,a”° si «' sunt identice si
@ (X) =4, (X) =4, (X) =1+ X +X". Polinomul minimal al lui a’ este
g (X)=1+ X+ X"+ X+ X*. Impartind r(X)=1+x° la
¢ (X)=1+X+ X"+ X+ X*, restul este b,(X)=1+X".
Utilizand CG(2*) si inlocuind a,a® si a* in b,(X), obtinem:
S, =a’,8,=a",S,=a’.
Inlocuind @’in b,(X), obtinem:
S,=l+a’ =l+a+a’=a’.
In definitiv, avem:
S = (az,a4,a7,a8).

Sa consideram decodarea unui cod BCH de lungime n=2" -1
corector de doua erori. Fie o un element primitiv din CG(2™), iar ¢, (X ) si
o, (X ) polinoamele minimale ale lui a si a’, respectiv. Polinomul

generator al codului este deci
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g(X)=¢(X)4,(X). (8.73)
Particularizand (8.63), avem:

_ 2 n—1
v(a)=vy+va+v,a’+-+v, a

(8.74)
v(af) v, +vad’ +vat++y o
Cele doua egalitati din (8.77) se pot combina astfel:
- .
a 3
a’  af
(Voavlavza"'avn—l)' . =0. (8.75)
anfl a3(n—l)

Intrucat o' este un element din CG(2 ™), el se poate reprezenta ca un m—
tuplu binar, astfel incat matricea are dimensiunile 7 x2m .

Sa presupunem ca se receptioneazd vectorul r avand polinomul
#(X). Sindromul lui (X ) este

r-H =(S,,8,)=ra). ra*). (8.76)

in (8.76), S, si S, sunt m—tupluri binare.

Daci in transmisiune nu apar erori, sindromul este r-H' =0 si,
deci, S, =S, =0. Daca insa apare o singura eroare, polinomul de eroare

corespunzator este de forma:
e(X)= X' (8.77)
si, deci,
r-H =e H :[e(a),e(of)]
=(a',a”) : (8.78)
=(S:.5,)

Din (8.78), este evident ci in acest caz S, = S; .
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Daca in transmisiune apar doud erori, sa spunem in pozitiile 7 si j,
i # j, polinomul de eroare este de forma:
e(X)=X"+Xx’ (8.79)
Sindromul este, deci, dat de:
r-H =(S,S
(5.5) L (8.80)
=(a’ +a’,a" +a ’).
Rezulta urmatorul sistem de ecuatii:
a+a’ =8,
3 (8.81)
a'+a’ =8,

Ridicand la patrat ambii membri ai primei ecuatii de mai sus si
descompunédnd primul membru al ecuatiei a doua, avem ca

St =(a' +a’ )2
=a* +a¥
S, = (ai +a’ )(a” +a' + o)
Combinand cele doua ecuatii, avem:
S, =S8,(S? +a™) (8.82)
Din (8.82), deducem ca
Q=8-S+ 82 (8.83)
Avand suma a' +a’ si produsul o'/, formdm ecuatia de gradul doi cu
radacini o' si a’:
77 +8,Z+(8,-87 +87)=0. (8.84)

Putem gasi pozitiile erorilor rezolvand aceastd ecuatie. Polinomul din
membrul stang al ecuatiei (8.84) se numeste polinom de localizare a
erorilor.

EXEMPLUL 8.11: Fie corpul Galois CG(2%) generat de un element ¢ care
este rddacina a polinomului primitiv p(X ):1+X +X*. Un cod BCH
(15,7) corector de doua erori are matricea de control H
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1 000 1 00 0 11
0100 0 0 0 1 a o
0010 0 0 1 1 a’ af
0 0 0 1 01 0 1 a o
1 10 0 1 1 1 1 at o
01 1 0 1 00 0 a’ 1
0 0 1 1 0 0 0 1 a® o

H =1 1 0 1 001 lleld ol (8.85)
1 01 0 01 0 1 at o
01 0 1 1 1 1 1 a’ o
1 110 1 0 0 0 a1
01 1 1 0 0 0 1 al o
1 1 11 0 0 1 1 a? af
1 01 1 01 0 1 a o
1 0 0 1 111 1] |a% a?)

Sa presupunem ca se transmite un cuvant de cod si se receptioneaza
un vector al carui sindrom este:

S =r(a)=0111
S, =r(a’)=1010

Din tabelul 8.1, vedem cd S, <> a'' si S; <> a®. Avem apoi:

S, S'+S =aa +a”
:a12 +a7
=a’.

Formam polinomul de localizare a erorilor Z*> +a''Z + a® si gisim
ci are drept radicini a* si «" . Prin urmare, receptorul poate decide ci cele
mai probabile erori au apirut in pozitiile 4 si 13, adica, e(X)=X*+ X",
Cel mai probabil vector de eroare este, deci, 0001000000000 1 0.
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Algoritm pentru decodarea codurilor BCH corectoare de doua erori

1. Se calculeaza sindromul:

r-H =[S,5,] :[r(a),r(of)].

2.Daca §, =S, =0, se conchide ca n-au fost erori. Se decodeaza

v = r drept cuvantul de cod emis.
3. Dacd S, =0 dar S, # 0, eroarea este necorectabila.

4.Dacd S, =S,, se corecteazd o eroare unici in pozitia i, unde
S =a'.

5.Daci S, # S, se formeazi ecuatia de gradul doi:
22+ 8,2 +(8,-87 +82)=0.

6. Dacid ecuatia in Z are doud ridicini distincte o' si a’, se
corecteaza erorile din pozitiile 7 si /.

7. Daca ecuatia in Z n-are doud radacini distincte din CG(2 ™),
receptorul deduce ca au aparut cel putin trei erori in transmisia
cuvantului de cod, erori care sunt necorectabile.

Decodarea unui cod BCH corector de trei erori revine la a rezolva o
ecuatie polinomiald de gradul 3 cu coeficienti din CG(2™). Procedura este
desigur ceva mai complicata, dar nu se deosebeste principial de cea pentru
codurile BCH corectoare de douad erori. Algoritmi mai evoluati de decodare
depasesc nivelul acestui curs introductiv.

8.5. CODURI REED - SOLOMON

Codurile detectoare §i corectoare de erori pot fi si nebinare, in care
caz simbolurile sunt din corpul CG(g), unde g este o putere a unui numar
prim p. Acestea se numesc coduri g—are. Codurile Reed — Solomon sunt o
subclasa deosebit de importanta a codurilor BCH g—are . Un cod Reed —
Solomon corector de ¢ erori cu simboluri din CG(q) are urmatorii parametri:

Lungimea blocului: n=q-1

Numarul bitilor de control: n—k =2¢

Distanta minima: d... =2t+1.
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In continuare, vom considera ¢ =2". Fie « un element primitiv din
CG(2™). Polinomul generator al unui cod Reed — Solomon primitiv corector
de ¢ erori de lungime n =2" —1 este:

gX)=(X +a)x+a?) - (X +a*)

. (8.86)
=gt X + & X7 ot gy (X X

Polinomul generator are, deci, ridicinile a,a’,a’,---,a”, iar coeficientii
sai sunt elementele din CG(2 ™). El genereaza un cod ciclic ce constd din
acele polinoame de grad (n—1) sau mai mic cu coeficienti din CG(2 ™) care
sunt multipli de g(X ) Codarea se face similar cu cazul binar. Fie

k = (n—2t) si u(X) polinomul de mesaj:
u(X)=u, +u, X +u, X+ +u, X (8.87)

Ca si in cazul binar, cuvantul de cod poate fi pus in formd sistematica
impartind X *u(X) la polinomul generator g(X). Decodarea se face si ea
ca in cazul binar, cu deosebirea importantd ca operatiile aritmetice se fac in
corpul Galois CG(2™).

Fiind importante in numeroase aplicatii, cel mai adesea, in calitate de
coduri exterioare in codurile concatenate, codurile Reed — Solomon au fost
studiate intens, construindu-se cu timpul o teorie a lor de mari proportii.
Prezentarea acestei teorii depaseste cu mult nivelul unui curs introductiv,
ceea ce ne obligd sa ne oprim aici.



